УРОК №4
ТЕМА «Рекурсия. Рекурсивная обработка деревьев»

Цель урока:
рассмотреть рекурсивные алгоритмы.
Задачи урока:

образовательные:
изучить понятие рекурсии; изучить понятие полного бинарного дерева; реализовать рекурсии на языке программирования; научиться применять рекурсивные методы при решении задач;
развивающие:
развитие алгоритмического мышления, способностей к формализации, элементов системного мышления;

воспитательные:
воспитание чувства ответственности за результаты своего труда.
Материалы и оборудование к уроку:
ПК.
Тип урока:

комбинированный.

Форма проведения урока:

беседа.
План урока:
1. Примеры рекурсивных программ.
2. Рекурсивная обработка деревьев
3. Задачи.

Ход урока:

1. Примеры рекурсивных программ.
В программировании рекурсия — вызов функции или процедуры из неё же самой (обычно с другими значениями входных параметров), непосредственно или через другие функции (например, функция А вызывает функцию B, а функция B — функцию A). Количество вложенных вызовов функции или процедуры называется глубиной рекурсии.

Мощь рекурсивного определения объекта в том, что такое конечное определение способно описывать бесконечно большое число объектов. С помощью рекурсивной программы же возможно описать бесконечное вычисление, причём без явных повторений частей программы.
При анализе рекурсивной программы возникает, как обычно, два вопроса:

(а) почему программа заканчивает работу?

(б) почему она работает правильно, если заканчивает работу?

Для (б) достаточно проверить, что (содержащая рекурсивный вызов) программа работает правильно, предположив, что вызываемая ею одноименная программа работает правильно. В самом деле, в этом случае в цепочке рекурсивно вызываемых программ все программы работают правильно (убеждаемся в этом, идя от конца цепочки к началу).

Чтобы доказать (а), обычно проверяют, что с каждым рекурсивным вызовом значение какого-то параметра уменьшается, и это не может продолжаться бесконечно.

1. Написать рекурсивную процедуру вычисления факториала целого положительного числа n (т.е. произведения чисел 1..n, обозначаемого n!).

Решение. Используем равенства 1!=1, n!= (n-1)!*n.

        procedure factorial (n: integer; var fact: integer);

        | {положить fact равным факториалу числа n}

        begin

        | if n=1 then begin

        | | fact:=1;

        | end else begin {n>1}

        | | factorial (n-1, fact);

        | | {fact = (n-1)!}

        | | fact:= fact*n;

        | end;

        end;

С использованием процедур-функций можно написать так:

        function factorial (n: integer): integer;

        begin

        | if n=1 then begin

        | | factorial:=1;

        | end else begin {n>1}

        | | factorial:=  factorial (n-1)*n;

        | end;

        end;

Обратите внимание на некоторую двойственность использования имени factorial внутри описания функции: оно обозначает как переменную, так и вызываемую рекурсивно функцию. К счастью, в нашем случае они различаются по скобкам после имени, но если бы функция была без параметров, то дело было бы плохо. (Стандартная, но трудно находимая ошибка возникает, если автор программы на паскале полагает, что он использует значение переменной, а компилятор в этом месте видит рекурсивный вызов.)

2. Обычно факториал определяют и для нуля, считая, что 0!=1. Измените программы соответственно.

Решение: 
        function factorial (n: integer): integer;

        begin

        | if n=0 then begin

        | | factorial:=1;

        | end else begin {n>0}

        | | factorial:=  factorial (n-1)*n;

        | end;

        end;

3. Напишите рекурсивную программу возведения в целую неотрицательную степень.
        function power (a, n: integer): integer;

        begin

        | if n=0 then begin

        | | power:=1;

        | end else begin {n>0}

        | | power:= power(a,n-1)*a;

        | end;

        end;

4. Напишите рекурсивную программу возведения в целую неотрицательную степень, если требуется, чтобы глубина рекурсии не превосходила C*log n, где n - показатель степени.

Решение.

        function power (a,n: integer): integer;

        begin

        | if n = 0 then begin

        | | power:= 1;

        | end else if n mod 2 = 0 then begin

        | | power:= power(sqr(a), n div 2);

        | end else begin

        | | power:= power(a, n-1)*a;

        | end;

        end;

5. Что будет, если изменить программу, приведенную в решении предыдущей задачи, заменив строку

        power:= power(sqr(a), n div 2)

на
        power:= power(a, n div 2)* power(a, n div 2)?

Решение. Программа останется правильной. Однако она станет работать медленнее. Дело в том, что теперь вызов может породить два вызова (хотя и одинаковых) вместо одного - и число вызовов быстро растет с глубиной рекурсии. Программа по-прежнему имеет логарифмическую глубину рекурсии, но число шагов работы становится линейным вместо логарифмического.

Этот недостаток можно устранить, написав

        t:= power(a, n div 2);

        power:= t*t;

или воспользовавшись функцией возведения в квадрат (sqr).

6. Используя команды write(x) лишь при x=0..9, написать рекурсивную программу печати десятичной записи целого положительного числа n.

Решение. Здесь использование рекурсии облегчает жизнь (проблема была в том, что цифры легче получать с конца, а печатать надо с начала).

     procedure print (n:integer); {n>0}

     begin

     | if n<10 then begin

     | | write (n);

     | end else begin

     | | print (n div 10);

     | | write (n mod 10);

     | end;

     end;

7. Игра "Ханойские башни" состоит в следующем. Есть три стержня. На первый из них надета пирамидка из N колец (большие кольца снизу, меньшие сверху). Требуется переместить кольца на другой стержень. Разрешается перекладывать кольца со стержня на стержень, но класть большее кольцо поверх меньшего нельзя. Составить программу, указывающую требуемые действия.

Решение. Напишем рекурсивную процедуру перемещения i верхних колец с m-го стержня на n-ый (остальные кольца предполагаются большими по размеру и лежат на стержнях без движения).

    procedure move(i,m,n: integer);

    | var s: integer;

    begin

    | if i = 1 then begin

    | | writeln ('сделать ход ', m, '->', n);

    | end else begin
    | | s:=6-m-n; {s - третий стержень: сумма номеров равна 6}

    | | move (i-1, m, s);

    | | writeln ('сделать ход ', m, '->', n);

    | | move (i-1, s, n);

    | end;

    end;

(Сначала переносится пирамидка из i-1 колец на третью палочку. После этого i-ое кольцо освобождается, и его можно перенести куда следует. Остается положить на него пирамидку.)

2. Рекурсивная обработка деревьев

Двоичным деревом называется картинка вроде


[image: image1]
Нижняя вершина называется корнем. Из каждой вершины могут идти две линии: влево вверх и вправо вверх. Вершины, куда они ведут, называются левым и правым сыновьями исходной вершины. Вершина может иметь двух сыновей, а может иметь только одного сына (левого или правого). Она может и вовсе не иметь сыновей, и в этом случае называется листом.

Пусть x - какая-то вершина двоичного дерева. Она сама вместе с сыновьями, внуками, правнуками и т.д. образует поддерево с корнем в x - "поддерево потомков x".

В следующих задачах мы предполагаем, что вершины дерева пронумерованы целыми положительными числами, причем номера всех вершин различны. Мы считаем, что номер корня хранится в переменной root. Мы считаем, что имеются два массива

        l,r: array [1..N] of integer

и левый и правый сын вершины с номером i имеют соответственно номера l[i] и r[i]. Если вершина с номером i не имеет левого (или правого) сына, то l[i] (соответственно r[i]) равно 0. (По традиции при записи программ мы используем вместо нуля константу nil, равную нулю.)

Здесь N - достаточно большое натуральное число (номера всех вершин не превосходят N). Отметим, что номер вершины никак не связан с ее положением в дереве и что не все числа от 1 до N обязаны быть номерами вершин (и, следовательно, часть данных в массивах l и r - это мусор).

1. Пусть N=7, root=3, массивы l и r таковы:

         i  |   1  2  3  4  5  6  7

       l[i] |   0  0  1  0  6  0  7

       r[i] |   0  0  5  3  2  0  7

Нарисовать соответствующее дерево.

Ответ:
                     6   2

                      \ /

                   1   5

                    \ /

                     3
2. Написать программу подсчета числа вершин в дереве.

Решение. Рассмотрим функцию n(x), равную числу вершин в поддереве с корнем в вершине номер x. Считаем, что n(nil)=0 (полагая соответствующее поддерево пустым), и не заботимся о значениях nil(s) для чисел s, не являющихся номерами вершин. Рекурсивная программа для s такова:

     function n (x:integer):integer;

     begin

     | if x = nil then begin

     | | n:= 0;

     | end else begin

     | | n:= n(l[x]) + n(r[x]) + 1;

     | end;

     end;

(Число вершин в поддереве над вершиной x равно сумме чисел вершин над ее сыновьями плюс она сама.) Глубина рекурсии конечна, так как с каждым шагом высота соответствующего поддерева уменьшается.

3. Написать программу подсчета числа листьев в дереве.

Ответ.

     function n (x:integer):integer;

     begin

     | if x = nil then begin

     | | n:= 0;

     | end else if (l[x]=nil) and (r[x]=nil) then begin {лист}

     | | n:= 1;

     | end else begin

     | | n:= n(l[x]) + n(r[x]);

     | end;

     end;

4. Написать программу подсчета высоты дерева (корень имеет высоту 0, его сыновья - высоту 1, внуки - 2 и т.п.; высота дерева - это максимум высот его вершин).

Указание. Рекурсивно определяется функция f(x) = высота поддерева с корнем в x.

Ответ: 
     function n (x:integer):integer;

     begin

     | if x = nil then begin

     | | n:= 0;

     | end else if (l[x]=nil) and (r[x]=nil) then begin {лист}

     | | n:= 1;

     | end else begin

     | | n:= max (n(l[x]),n(r[x]));

     | end;

     end;

Используется функция max. Напишите ее самостоятельно.
5. Написать программу, которая по заданному n считает число всех вершин высоты n (в заданном дереве).

Вместо подсчета количества вершин того или иного рода можно просить напечатать список этих вершин (в том или ином порядке).

     function f (x,n:integer):integer;

     begin

     | if k = 1 then begin

     | | n:= 1;

     | end else begin

     | | f:= f(l[x],n-1)+f(r[x],n-1);

     | end;

     end;

6. Написать программу, которая печатает (по одному разу) все вершины дерева.

Решение. Процедура print_subtree(x) печатает все вершины поддерева с корнем в x по одному разу; главная программа содержит вызов print_subtree(root).

     procedure print_subtree (x:integer);

     begin

     | if x = nil then begin

     | | {ничего не делать}

     | end else begin
     | | writeln (x);

     | | print_subtree (l[x]);

     | | print_subtree (r[x]);

     | end;

     end;

Данная программа печатает сначала корень поддерева, затем поддерево над левым сыном, а затем над правым. Три строки в else-части могут быть переставлены 6 способами, и каждый из этих способов дает свой порядок печати вершин.

3. Задачи.
1. Обычно факториал определяют и для нуля, считая, что 0!=1. Измените программы соответственно. Решение в тексте.
2. Напишите рекурсивную программу возведения в целую неотрицательную степень. Решение в тексте.
3. Написать программу подсчета высоты дерева (корень имеет высоту 0, его сыновья - высоту 1, внуки - 2 и т.п.; высота дерева - это максимум высот его вершин). Указание. Рекурсивно определяется функция f(x) = высота поддерева с корнем в x. Решение в тексте.
4. Написать программу, которая по заданному n считает число всех вершин высоты n (в заданном дереве). Решение в тексте.
Вместо подсчета количества вершин того или иного рода можно просить напечатать список этих вершин (в том или ином порядке). Решение в тексте.
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