УРОК №5
ТЕМА «Поиск делителей числа. Простые числа. Разложение числа на простые множители»

Цель урока:
рассмотреть алгоритм целочисленной арифметики.
Задачи урока:

образовательные:
изучить алгоритм поиска делителей натурального числа; изучить алгоритм поиска простых чисел; изучить алгоритм разложения натурального числа на простые множители; реализовать эти алгоритмы на языке программирования; научиться применять эти алгоритмы при решении задач;
развивающие:
развитие алгоритмического мышления, способностей к формализации, элементов системного мышления;

воспитательные:
воспитание чувства ответственности за результаты своего труда.
Материалы и оборудование к уроку:
ПК.
Тип урока:

комбинированный.

Форма проведения урока:

беседа.
План урока:
1. Поиск делителей числа. Простые числа
2. Разложение числа на простые множители
3. Задачи.


Ход урока:

1. Поиск делителей числа. Простые числа
Натуральное число b называют делителем, натурального числа а, если а представимо в виде произведения

а=bс,
(1)

где с — натуральное число. В этом случае говорят, что число а делится без остатка на число b, или, короче, число а делится на число b. Из формулы (1) следует, что число а также делится на число с, т. е. с—делитель числа а. Например, 15==3*5, 3 и 5—делители числа 15.

Число 1 является делителем любого натурального числа, поскольку любое натуральное число делится на 1 (а:1=а).

Число, делящееся на 2, называют четным; число, не делящееся на 2, называют нечетным.

Кратным числа b называют число а, которое делится на b. Множество чисел, кратных данному числу b, бесконечно.

В программировании для определения того, является ли число b делителем числа а, пользуются следующим свойством:

если число а делится на число b, то остаток от деления равен 0.

если mod (a, b)=0

  то р:=«Делится» 
(1-1)

  иначе Р:==«Не делится» 
все

Задача. Написать программу нахождения всех делителей заданного натурального числа.
Натуральное число а, не равное 1, называется простым, если оно делится только на себя и на 1, т. е. имеет только два натуральных делителя. Натуральное число, отличное от 1 и не являющееся простым, называется составным. Другими словами, натуральное число называется составным, если оно имеет более двух делителей. Число 1 не относится ни к простым, ни к составным числам, поскольку имеет лишь один делитель. Наименьшим простым числом является число 2. Это единственное четное простое число. Остальные простые числа являются нечетными.

Для того чтобы найти делители числа а, мы должны попытаться делить данное число на все отличные от 1 числа, меньшие а. Если а не разделилось ни на одно из них, то оно является простым.

Массив В будем использовать для хранения делителей числа а, переменную Р — для определения того, простое число или составное, переменную К — для обозначения первого свободного места в массиве В.

Р: =«простое»

В[1]:=1

В[2]:=а

К:=3
(1.2)

нц для i от 2 до а—1 

  если mod (a, i)=0

    то B[K]:=i
       К:=К+1

       Р:= «составное» 

  все 

кц

После выполнения алгоритма первые К-1 элементов массива В будут содержать все делители числа а.

В приведённом алгоритме мы делили число а на все отличные от 1 числа, меньшие а. На самом деле делитель не может превышать а/2 (почему?). Учет этого очевидного факта приводит к увеличению скорости работы программы в два раза.

Алгоритм (1.2), кроме нахождения делителей числа а, определяет, является ли число а простым или составным. Если требуется только определить, простое число или составное, то данный алгоритм можно улучшить. В самом деле, цикл для i от 2 до а-1 выполняется а-2 раза. Однако для проверки простоты числа а достаточно выполнить данный цикл 
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—целая часть от корня квадратного из а). Это вытекает из следующих соображений: если а число составное, его можно представить в виде а=bc, где b<=
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, с>=
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; если а делится на b, то оно будет делиться и на с; если а не делится ни на одно число, меньшее или равное 
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, то оно не будет делиться ни на какое другое число.

Р: = «простое»

нц для i от 2 до int(sqrt(а))+1 

  если mod (a, i)==0

    то Р:=«составное»
(1.3)

  все

кц

Идеей уменьшения количества выполнении цикла можно воспользоваться и для нахождения делителей числа a. Попытайтесь сделать это самостоятельно, а также объясните, зачем к величине int (sqrt (а)) добавляется 1.

Алгоритм определения простого числа можно еще улучшить, если остановиться сразу после того, как установили, что число не является простым (т. е. если a разделилось на какое-либо число).

Р: = «простое»

i:=2

нц пока (i<int(sqrt(а))+1) и (mod(a, i)<>0)

 i:=i+l
(1.4)
кц

если mod (a, i)=0

то

P:=«составное» 

все

Множество простых чисел является бесконечным. Очевидно, что множество простых чисел, не превосходящих некоторого числа N, будет конечным. Возникает вопрос: как же найти эти простые числа?

Можно, конечно же, просмотреть первые N натуральных чисел и для каждого проверить, является ли оно простым. Однако данный метод, хоть и кажется простым с первого взгляда, не является эффективным, так как программа будет работать очень медленно даже для небольших N. (Проверьте самостоятельно.)

Лучше всего делать это методом, который предложил Эратосфен Киренский (ок. 276—194 гг. до н. э.). Называется метод — решето Эратосфена.

Суть метода следующая. Выпишем подряд все числа от 1 до N. Первым стоит число 1, оно не является простым. Вычеркнем это число. Следующее число 2, это простое число. Оставляем его и вычеркиваем все числа, кратные 2. Для этого достаточно вычеркнуть каждое второе число, начиная счет с 3. Первым не вычеркнутым числом будет 3. Это простое число. Оставляем его и вычеркиваем все числа, кратные 3. т. е. каждое третье число, начиная счет с 4. (При счете необходимо учитывать и ранее вычеркнутые числа, поэтому некоторые числа вычеркиваются второй раз: это 6, 12, 18 ...). После этой операции первым не вычеркнутым, а значит простым, будет число 5. Оставляем это число и вычеркиваем все числа, кратные 5, т. е. каждое пятое число, начиная счет с 6. Затем переходим к следующему не вычеркнутому числу 7 и т. д. Таким способом мы вычеркиваем все составные числа, остаются лишь простые. В таблице приведены результаты указанных действий для N=50; вычеркнутые числа подчеркнуты. (табл. строим сами)

Метод Эратосфена получил название решета по следующим причинам. Древние греки писали заостренной палочкой на восковых дощечках. Такой палочкой Эратосфен прокалывал те места, где были написаны составные числа. После этого дощечка становилась похожей на решето. Применяя метод Эратосфена, как бы отсеивают, пропускают через решето все составные числа и оставляют только простые.

Для хранения чисел создадим массив В[1..n]. Вначале занесем в него число 2 и все нечетные числа, так как все четные, кроме числа 2, являются составными. Затем будем заменять нулями все числа, кратные 3. После этого найдем первое ненулевое число после числа 3 и будем заменять нулями все числа, кратные ему. Так продолжаем до тех пор, пока не просмотрим весь массив.

N:=div((N+1), 2)

В[1]:=2

нц для i от 2 до N

B[i]:=2*i-1
: первоначальное заполнение


: массива 

кц

j:=2

нц пока j < = N

  i:=J+B[j]                     индекс первого обнуляемого

  нц пока i <=N         .                                     (1.5)

  B[i]:=0                     обнуление чисел,

  i:=i+B[j]                   кратных текущему 

  кц

j:=j+1
  нц пока (J<=N) и (B[j]=0)    поиск очередного 

   j:=j+1                      ненулевого числа 

  кц

кц

Этот алгоритм работает достаточно быстро, однако у него есть один недостаток: для хранения всех чисел требуется массив слишком большой размерности (5000 элементов для N= 10 000). Поэтому можно воспользоваться другим алгоритмом, который работает медленнее, однако не требует сохранения в массиве всех нечетных чисел.

В массиве будем хранить только простые числа. Вначале в массив поместим число 2. Рассматривая очередное нечетное число X, будем делить его на предшествующие ему простые числа. И если ни на одно из предшествующих простых чисел текущее число не делится, то оно само является простым. Проверку на делимость числа нужно заканчивать после того, как проверена делимость на простое число, не превосходящее [sqrt(X)].

В[1]:=2

j:=2

i:=3

нц пока i <=N

k:=1

d:=int(sqrt(i))+1
нц пока (B[k]<d) и (mod(i,B[k])<>0)

k:=k+l

КЦ                                                        (1.6) 

если B[k]>=d

  то B[j]:=i

     J:=J+1 

все 

i:=i+2 

кц
Следует обратить внимание и на необходимость введения переменной d. Выражение, значение которого присваивается переменной d, можно вычислять непосредственно в условии цикла, однако это удлинит работу программы. (Проверьте и подумайте, почему так происходит.)

2. Разложение числа на простые множители
Всякое число можно представить в виде произведения простых множителей, причем такое представление является единственным с точностью до порядка сомножителей. Этот факт, называемый основной теоремой арифметики, известен из курса математики 6-го класса. Напомним алгоритм разложения числа на простые множители, известный из курса математики.

Пусть число а разложено в произведение р1р2…рk, т. е.

a= p1p2…pk
 (2)

Находить pi будем по следующему алгоритму: разделим число а на наименьшее простое число 2, если остаток от деления равен 0, то pi =2, и число а уменьшаем в 2 раза, т. е. a:=a div 2. Затем опять делим число а на 2, если разделилось, то р2=2, и а опять уменьшаем в два раза. Так продолжаем до тех пор, пока а делится на 2. Если число а не разделилось на 2, то пытаемся делить а на следующее простое число 3. Если разделилось, то находим очередное р, и уменьшаем а в 3 раза. Продолжаем так до тех пор, пока число делится на 3. Затем это число пытаемся делить на 5, 7, 11, .... Заканчиваем тогда, когда а=1.

В качестве примера рассмотрим разложение на простые множители числа 2520. Запись будем производить по знакомой схеме:

2520=2*2*2*3*3*5*7

	2520
	2

	1260
	2

	630
	2

	315
	3

	105
	3

	35
	5

	7
	7

	1
	


Для реализации данного алгоритма можно вначале сгенерировать все простые числа, не большие данного числа а, и затем делить а на них поочередно. Однако на практике это занимает достаточно много времени, кроме того, понадобится дополнительный массив для хранения простых чисел. Данное число будем делить на 2, а затем только на нечетные числа. Если какое-то нечетное число Х является составным, то число а на него не разделится (так как а уже разделилось на простые числа, произведение которых равно X, и они меньше X). Простые множители будем хранить в массиве В, k — первое свободное место в массиве В, d — число, на которое делим.

k:=1
d:=2 

нц пока а>1

 если mod(a, d)=0 то B[k]:=d;

 k:=k+1 

 a:=div(a, d)

 иначе 
(1-7) 

 если d=2 то d:=d+1 

 иначе d:=d+2 

 все 

все

кц

После выполнения данного алгоритма первые k-1 элементов массива В будут содержать простые числа, произведение которых равно а.

В разложении числа на простые множители могут быть одинаковые числа. Объединяя одинаковые множители, из формулы (2) получим формулу вида

a=p1a1p2a2…pmam
(3)

где p1,p2,…,pm — различные простые числа, а a1,a2,…,am — некоторые натуральные числа. Каждое из ai, показывает, сколько раз входит множитель pi, в разложение числа а. Произведение в правой части равенства (3) называют каноническим разложением натурального числа а.

Так число 2520 из нашего примера будет записано следующим образом: 2520=23•32•5•7.

3. Задачи.
1. Два натуральных числа называют дружественными, если каждое из них равно сумме всех делителей другого, кроме самого этого числа. Найти все пары дружественных чисел, лежащих в диапазоне от n до k.

Решение:
{быстрый поиск}

program friend_numbers;

uses dos;

var i,j,k,n,z,m,s1,s2:longint;

    found:boolean;

    mno:array[1..1000]of longint;

    Hour, Min, Sec, Hund : Word;

Function LeadingZero(W : Word) : String;

Var S : String;

Begin

 Str(W:0, S);

 If Length(S) = 1 Then S:='0'+S;

 LeadingZero:=S;

End;

function nodoubl(x:longint):boolean;

var p:longint;

begin

for p:=1 to z do if mno[p]=x then begin nodoubl:=false; exit;end;

nodoubl:=true;

end;

begin

readln(n,m);

GetTime(Hour, Min, Sec, Hund);

WriteLn('Сейчас ', LeadingZero(Hour), ':', LeadingZero(Min), ':',

                   LeadingZero(Sec), '.', LeadingZero(Hund));

z:=0;

for i:=n to m do

    begin

    s1:=1;

    for k:= 2 to trunc(sqrt(i)) do if (i mod k = 0)and (i<>k*k) then s1:=s1+k+i div k else if i=k*k then s1:=s1+k;

    for j:=n to m do if j=s1 then

                           begin

                           s2:=1;

                           for k:=2 to trunc(sqrt(j)) do

                               if (j mod k = 0)and(j<>k*k)then

                                                               s2:=s2+k+j div k

                                                          else

                                                             if j=k*k then

                                                                      s2:=s2+k;

                           if (s2=i)and(i<>j)and(nodoubl(j))and(nodoubl(i)) then

                                       begin

                                       inc(z);

                                       mno[z]:=i;

                                       inc(z);

                                       mno[z]:=j;

                                       found:=true;

                                       writeln(i,' и ',j,' дружественные');

                                       end;

                           end;

    end;

if not found then writeln('В этом диапазоне нет дружественных чисел');

GetTime(Hour, Min, Sec, Hund);

WriteLn('Сейчас ', LeadingZero(Hour), ':', LeadingZero(Min), ':',

                   LeadingZero(Sec), '.', LeadingZero(Hund));

end.
{медленный поиск}

program friend_numbers;

uses dos;

var i,j,k,n,z,m,s1,s2:longint;

    found:boolean;

    mno:array[1..1000]of longint;

    Hour, Min, Sec, Hund : Word;

Function LeadingZero(W : Word) : String;

Var S : String;

Begin

 Str(W:0, S);

 If Length(S) = 1 Then S:='0'+S;

 LeadingZero:=S;

End;

function nodoubl(x:longint):boolean;

var p:longint;

begin

for p:=1 to z do if mno[p]=x then begin nodoubl:=false; exit;end;

nodoubl:=true;

end;

begin

readln(n);readln(m);

GetTime(Hour, Min, Sec, Hund);

WriteLn('Сейчас ', LeadingZero(Hour), ':', LeadingZero(Min), ':',

                   LeadingZero(Sec), '.', LeadingZero(Hund));

z:=0;

for i:=n to m do

    begin

    s1:=0;

    for k:= 1 to i-1 do if (i mod k = 0)then s1:=s1+k;

    for j:=n to m do if j=s1 then

                           begin

                           s2:=0;

                           for k:=1 to j-1 do

                               if (j mod k = 0)then

                                               s2:=s2+k;

                           if (s2=i)and(i<>j)and(nodoubl(j))and(nodoubl(i)) then

                                       begin

                                       inc(z);

                                       mno[z]:=i;

                                       inc(z);

                                       mno[z]:=j;

                                       found:=true;

                                       writeln(i,' и ',j,' дружественные');

                                       end;

                           end;

    end;

if not found then writeln('В этом диапазоне нет дружественных чисел');

GetTime(Hour, Min, Sec, Hund);

WriteLn('Сейчас ', LeadingZero(Hour), ':', LeadingZero(Min), ':',

                   LeadingZero(Sec), '.', LeadingZero(Hund));

end.

2. Найти натуральное число из диапазона от n до k, которое имеет наибольшее количество делителей.
Решение:
var n,k,i,j,s,max,p:longint;

begin

readln(n,k);

p:=0;

max:=0;

for i:=n to k do

    begin

    s:=2;

    for j:=2 to round(sqrt(i))do

        if i mod j = 0 then s:=s+2;

    if sqr(round(sqrt(i)))=i then s:=s-1;

    if s>max then begin max:=s;p:=i;end;

    end;

writeln(p,' ',max);

end.
3. Найти все совершенные числа, меньшие N. Число совершенно, если оно равно сумме всех своих делителей, за исключением самого числа.
Решение:
var d,n,i,j,s:longint;

begin

readln(n);

for i:=2 to n do

    begin

    s:=1;

    d:=round(sqrt(i));

    for j:=2 to d do

        if i mod j = 0 then s:=s + j + i div j;

    if sqr(d)=i then s:=s-d;

    if s=i then writeln(i);

    end;

end.
4. Дано натуральное число n. Найти четверки меньших n простых чисел, принадлежащих одному десятку (например 11, 13, 17, 19).
var n,i:longint;

function prost(x:longint):boolean;

var i,d:longint;

begin

i:=3;

d:=round(sqrt(x));

while (i<=d)and(x mod i <>0)do i:=i+2;{проверяем только нечетные числа}
if i>d then prost:=true else prost:=false;

end;

begin

readln(n);

writeln(2:8,3:8,5:8,7:8);{исключительная ситуация}

i:=1;

while i*10<=n do

      begin

      if prost(i*10+1) and

         prost(i*10+3) and

         prost(i*10+7) and

         prost(i*10+9) then

         writeln(i*10+1:8,i*10+3:8,i*10+7:8,i*10+9:8);

         i:=i+10;

      end;

end.
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